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 در فضای هیلبرت توزیع مقادیر ویژه یک عملگر دیفرانسیلی بیضوی غیرخودالحاق

 

 3، رضا علی زاده 2رضا شکری الوار  ،  9علی ثامری پور 
 دانشیار گروه ریاضی دانشگاه لرستان ، خرم آباد ، ایران 6

 ی دانشگاه لرستان ، خرم آباد ، ایرانعضو هیات علمی دانشگاه آزاد اسلامی واحد خرم آباد و دانشجوی دکتری آنالیز ریاض 2
 دبیر ریاضی متوسطه دوم شهرستان دلفان  و دانشجوی دکتری آنالیز ریاضی دانشگاه لرستان ، خرم آباد ، ایران 3

 

 

 

  چکیده

ق خواهیم خواص طیفی عملگر دیفرانسیل بیضوی غیر خودالحا در این مقاله می      
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که در 4

یک  که با شرایط مرزی دیریکله تعریف شده است را بررسی کنیم.  فضای
دو متمایز مانند  مقدار ویژه دوبه lدارای کنیم که ماتریس  جا فرض می در این وتابع ماتریسی است 

این مقادیر ویژه  دارای  و  و  باشد.  در صفحه مختلط می 

در . که  وهستند   قطاع مکان های متفاوت در صفحه مختلط نسبت به 

  ویل بررسی نماییم.و نحوه توزیع مقادیر ویژه این عملگر را با کمک فرمول  را تخمین بزنیم خواهیم حلال  می این مقاله 

 
 

   حلال عملگر، طیف عملگر،  عملگر دیفرانسیلی غیرخودالحاقهای كلیدی:  واژه

  

 74F50کد رده بندی موضوعی : 
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 مقدمه .9
 گیرند. بعدی این مقاله مورد استفاده قرار می بخش های  باشد که در شامل تعاریف و قضایایی می بخش  این

فضای سوبولف 
,sin
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2 2 2
0 1 0 1 0   شامل توابع برداری  1

 :اند با فرم متناهی زیر تعریف شدهاست که   بر بازه   

  

 هستند. نرم معمولی در فضای  و  جا  که در این

 (.[5]و  [4]مراجعه کنید به )قبلاً هم استفاده شده است.  تعریف بالا از نرم

را به  ای توسیع دهیم تا این عملگر بسته شود. برای این منظور  در ادامه نیاز داریم که دامنه عملگر را به گونه

 کنیم صورت زیر تعریف می

  

     و ی بالاست نسبت به نرم سوبولف به معنای بستار  جا  که در این

 بار(       )   

 است که  فضای توابع  و 

  

یعنی  ماتریس  و مقادیر ویژه  کنیم  ما فرض می در این مقاله ،:   9تذكر

 .و طوری باشند که   

در صفحه  یک فرمول مجانبی برای توزیع مقادیر ویژه  خواهیم علاوه بر تخمین حلال عملگر ما در این مقاله می

 پیدا کنیم. مختلط 

 شود .( مراجعه [5]و  [4] گسسته است.)به  p: طیف عملگر  2تذكر

 کنیم: را به صورت زیر تعریف می در صفحه مختلط باشند، تابع   مقادیر ویژه عملگر  اگر 

  

 در فضای  تخمین عملگر دیفرانسیل   .2

جای تابع  کنیم که به تعریف می جا برابر را در این اشد و عملگریک قطاع با رأس صفر ب فرض کنید  9.2قضیه  

 کنیم یعنی: را جایگزین می تابع مختلط مقدار  ماتریس 
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             (6          ) 

در داخل   کنیم که نوسانات   چنین فرض می . همو و  فرض کنید که 

 یک زاویه کوچک باشد. مثلاً

  (2)                 

 وجود دارد و در فضای  دارای نرم به اندازه کافی بزرگ باشد، عملگر  که  ورت وقتی ص در این
 های زیر معتبر هستند. ست و تخمینپیوسته ا  

 (3)                                      

 (4)                     

 باشند. می یهای مثبت ثابت  و   جا   در این

 دهیم تا این عملگر بسته شود. وسعه میطوری که قبلاً هم گفتیم دامنه عملگر را به صورت زیر ت همان اثبات.

            

که به ازای هر  طوری وجود دارد به ( صدق کند. عدد حقیقی 2( و )6در شرایط  )  حال فرض کنید عملگر 

 وجود دارد که ثابت  ،

 (5)              

 انتگرال بگیریم خواهیم داشت: اگر از طرفین نامساوی 

  

                    (1)                         

در دامنه داده  ملگر ( با توجه به اینکه ع1اشاره دارد  نامساوی  ) به ضرب داخلی در فضای هیلبرت   جا نماد  در این

 (مراجعه شود. [6]به  )قطاعی بدست آمده است. شده بسته است و با کمک قضیه معروف عملگرهای 

 ضرب می کنیم.پس : را در   نامساوی    طرفین

  

 گیریم: نتیجه می  فرض  ( و با1با توجه به نامساوی فوق و نامساوی )
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                 (1)                                   

 بنابراین داریم:

  

 باشد، پس داریم: مثبت می یمقدار  با توجه به اینکه 

  

 و در نتیجه،

 (1)                 

 بر روی  یک به یک است. بنابراین معکوس عملگر  گیریم عملگر  (  نتیجه می1با توجه به نامساوی  )

گاه از  آن پیوسته است. حال اگر قرار دهیم  وجود دارد و در نتیجه عملگر   برد 

 گیریم: ( نتیجه می1طه )راب

  

 پس

  

 دهیم. نشان می را با    دارد. بنابراین ما آن بستگی به قطاع   جا ثابت  که در این

 کنیم. دیدیم که، ( را ثابت می4در ادامه تخمین )

  

 پس
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 خواهیم داشت: که  با فرض 

  

 ( داریم:4پس با توجه به نامساوی )

  

 پس

  

 

 در حالت كلی در  تخمین حلال عملگر دیفرانسیل  .3

 

  6.2د را کنار گذاشته و در حالت کلی به اثبات قضیه کوچک باشن در این بخش فرض اینکه نوسانات 

 پردازیم. می

تخمین زیر  گاه  به ازای هر  ، آنکه  اگر    9.3قضیه 

 برقرار هستند. برای عملگر 

 (1)                      

Mو  های  جا ثابت در این 
 یک تابع مختلط مقدار است و  باشند و  مثبت می

. 

را به مجموعه هایی افراز کنیم که در هر مجموعه نوسانات این تابع محدود  اثبات : می توانیم مجموعه برد تابع 

 ات را کامل کنیم.و کوچک باشد و مانند قضیه قبل، اثب

)در  توزیع مجانبی مقادیر ویژه عملگر .4 , )lL 2 0 1
l

H  

مقادیر  های قبل معرفی کردیم. اگر  هایی باشند که در بخش همان و  ، فرض کنید  9.4قضیه 

 و باشند ویژه عملگر
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 فرمول مجانبی زیر برقرار است.

  

 جا    که در این

 (t) dt 

 

 .و   و 

 

 اریم:د و هر عملگر هسته دلخواه  که به ازای هر عملگر کراندار  مراجعه شود( ]1[به مرجع )دانیم  می. اثبات

  و              

 توانیم بنویسیم با استفاده از رابطه بالا می

  

 و

  

 بینیم که بنابر رابطه آخر می

   (62)          

( با باشند که ) و  دنباله مقادیر ویژه عملگرهای  و  فرض کنید 

 ( داریم:62توجه به رابطه )

 (66)          

 یک عدد ثابت است. )در بخش اول دیدیم که که  فرض کنیم  

نامساوی زیر برقرار  ر بگیریم که برای هر را طوری در نظ توانیم اندیس  چنین می (.  ما هم 

 باشد. 
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 (62)               

 .و  و  علاوه بر آن 

 عددی مثبت است.  مقدار  گیریم که برای  پس مطابق این شرایط نتیجه می

 شود.  تبدیل می به  (، 66در رابطه  )

 پس داریم:

  

مراجعه ] 4[ضرب کنیم. با استفاده از روش انتگرال کانتور )به مرجع    اگر طرفین معادله فوق را در 

 شود که نتیجه می گیری نسبت به  ( با انتگرال62شود( و رابطه )

  

 Pجا مقادیر ویژه عملگر  شود(. در این گیری کانتور علامت منها در مخرج کسر به مثبت تبدیل می )با روش انتگرال

ه انتگرال زیر تبدیل توانیم سری فوق را ب ایم. پس می مرتب کرده که گسسته بوده، را به ترتیب ناصعودی 

 کنیم.

     (63)               

 جا  در این

  

 و

  

 برقرار است. و  فرمول زیر برای توابع  ]6[و مرجع  با توجه به توابع 

  

 که در آن 
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 ( داریم:62ا استفاده از رابطه )حال ب

  

 بکار ببریم، داریم: 6حال اگر برای رابطه آخر  قضیه تاوبرین چند شعاعی اشکالیکوف

  

 و

  

 بنابراین فرمول مجانبی زیر برقرار است. 

  

 که

  

 کند. و این اثبات را کامل می
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