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 دلفان ، آموزش و پرورش دلفان، دبیرستان ابوریحان بیرونیمصطفی حیدری طیب ، مدرس دانشگاه و دبیر ریاضی  2 

 

 

  چکیده

عملگرهای بسیار . اصولا عملگرهای دیفرانسیلی از هدف این مقاله ، مطالعه حلال عملگرهای دیفرانسیلی غیرخودالحاق است

لاپلاس مثال های مهمی از عملگرهای اشتورم و عملگر  -، لیوویل یز ریاضی است. عملگرهای شرودینگرمهم و کاربردی در آنال

ا وقتی ااین عملگرهای یفرانسیلی هستند. این دسته از عملگرها همیشه مورد توجه فیزیک دان ها قرار گرفته اند. امد

، ما دچار کمبود تکنیک های ریاضی می شویم. مطالعات بسیار گسترده و ارزشمند و ، از نوع غیر خودالحاق هستندیدیفرانسیل

، ما دچار مشکل می شویم. بود نظریه طیفی کلی در این زمینهکی فراوانی در این حیطه انجام گرفته است ولی بخاطر نتکنی

اصولا طیف عملگرهای دیفرانسیلی غیرخودالحاق و بخصوص نوع بیضوی آنها بسیار ناپایدار است و حلال این نوع عملگرها 

 ته از این عملگرها را مطالعه می کنیم.غیرقابل پیش بینی است. ما در این مقاله یک دس

 عددی برد، عملگر حلالر، عملگ طیف، قغیرخودالحا دیفرانسیلی عملگرهای كلیدی: اژهو

  

 

 

 

  

 



 مهندسی و فنی پایه، علوم تحقیقات در نوین رویکردهای فصلنامه

 1400تابستان ، 13 ، شماره  مچهارسال 

29 

 

 مقدمه: 

 ریاضی های تکنیک فقدان خودالحاق غیر عملگرهای با برخورد هنگام در کوانتوم در اساسی مشکلات از یکی
 اسم بار اولیندد . گر می بر دور خیلی به کوانتوم در عملگر این کاربرد. عملگرهاست این مطالعه برای

 آمده است، البته مطابق معمول، فبیرکها. دی. جی کارهای در پیش سال صد حدود غیرخودالحاق عملگرهای
 به. شد ارائه   1951 در سال  محض توسط کلدی نتایج سری یک بعد سال چهل حدود. نگرفت قرار استقبال مورد زیاد ها ایده این ابتدا

 کارهای آن از قبل. گرفت شکل غیرخودالحاق دیفرانسیل عملگرهای نظریه زمان مرور
 نتایج، این ولی. عملگرها این طیفی نظریه جمله از بود، گرفته انجام خودالحاق عملگرهای با ارتباط در زیادی

 نیست کافی ثبات دارای غیرخودالحاق عملگرهای طیف عموما. نبود غیرخودالحاق عملگرهای برای استفاده قابل
 به ممکنی غیر کار عملگرها این برای واحد طیفی نظریه یافتن. است بینی پیش قابل غیر عملگرها این حلال و

 ز شولت-جی.اف توسط فیزیک در1992ل سا در خودالحاق غیر عملگرهای ایده عمل در. رسد می نظر
 عملگرهای پایه بر که ساخت سازگار کوانتوم یک توان می که کردند مشاهده آنها. شد مطرح ه هان.. دبلیو .جی .اف و  رگای. بی .اچ

) به  ق در  یک فضای هیلبرت است.خودالحا غیر بیضوی دیفرانسیلی عملگرهای از دسته یک مطالعه رساله، این هدف. است غیرخودالحاق

 مراجعه کنید.(  [15]مرجع 

 

در این مقاله عملگر دیفرانسیلی غیرخودالحاق       tAu t e t u t    در فضای هیلبرت  2 ,H L 2 0 را  با شرایط  1

مرزی دیریکله ، در نظر می گیریم که  0 یک تابع مختلط مقدار است و  و  1 ,C 2 0 در زاویه  و یرد تابع  1

: argz z 


  

 
       

 
C

1 2 1 22
قرار دارد. در این مقاله می خواهیم درباره حلال این عملگر و خواص طیفی   

 را ملاحظه کنید. ( [13],[12],[11],[10]مقالات  ) آن مطالعه کنیم.

مشکل اصلی این عملگرها این است که دامنه تعریف آنها بسته نیست. ما دامنه این عملگر را در فضاهای سوبولف به یک دامنه بسته 

 توسیع می دهیم و بعد با کمک قضیه نمایش از آن یک عملگر قطاعی می سازیم و بعد حلال آن را مطالعه می کنیم.

 پیش نیاز ها 

به صورت زیر تعریف می  Tیک عملگر خطی در این فضا باشد. برد عددی  Tیک فضای هیلبرت و  Hفرض کنید که  : 1عریف ت

 شود:

=  W (T) 

 نماد ضرب داخلی است. ,در این جا ، 

 عملگر خطی ، یک مجموعه ی محدب است. ) قضیه هاوسدروف( برد عددی یک 2قضیه

 : در حالت کلی ، برد عددی نه باز است و نه بسته، حتی اگر عملگر مورد نظر ما ، یک عملگر بسته باشد. 3تذكر
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ناحیه محدود شده به دو خط  یک مجموعه ی باز محدب است ، بجز حالتی که در آن   :  4تذگر

 موازی باشد.

2بر فضای هیلبرت T: فرض کنید عملگر   5مثال
C    با استفاده از ماتریس

 
 
 

0 0
1 0

تعریف شده است . برد عددی این   

 عملگر را بیابید.

حل : در این جا فضای هیلبرت ، بر میدان اعداد مختلط تعریف شده است و همین امر باعث می شود که برای یافتن برد عدی 

2 در فضای هیلبرت  Xاین عملگر راه حل متفاوت تری در نظر گرفته شود. هر بردار یکه  جون 
C  را می توانیم بفرم زیر

 نمایش دهیم.

1 2(( ) , ( ) )
i i

X cos e sin e
    : که در این جا علامت پریم به معنای ترانهاده در نظر گرفته شده است.داریم 

1 2
2 22

( ) ) 1
i i

X cos e sin e
      و

       2 2 2 2 , . .
1

sin 2
2

i i
TX X TX X sin cos e e

   
 

 
  و لذا با تغییر  : داریم 

  :W T  
 

   
 

C
1
2

  . 

 برد عددی عملگر انتقال را بررسی می کنیم.در ادامه کار مثالی از 

: برد عددی عملگر   6مثال   ..., , , , , , ,... ..., , , , , , ,...T x x x x x x x x x x x x  2 1 0 1 2 3 1 0 1 2 3 در فضای  4 l 2 Z 

برابر    :W T z z  C::  است. 1

حل : اگر     ,nx x l x



  Z

2 ,آنگاه  1 n n

n

Tx x x x






  Tx,پس  1 x  .حال 1

iz;اگر re r  0 و  1   , ,......, , , ,   , ,, i ir r r e r r e       2 2 2 2 20 0 0 1 01 داریم :  21

     , ...i i ir e rT r r r ze r e         2 2 23 51 1 پس  1 z W T  در نهایت توجه کنید

که در نامساوی  n n n n

n n

x x x x
 

 

 

   2 2
1 1

1
2

تساوی امکان پذیر نیست پس     :W T z z  C:: 1 . 

 برد عددی دارای خواص زیادی است که در قضیه بعدی تعدای از آنها را یادآوری می کنیم.

 باشند آنگاه  Hعملگری خطی بر فضای هیلبرت  T: هرگاه  7قضیه

 است. عضو  Tهر مقدار ویژه از عملگر خطی  (1

 مشمول در گوی  Tکراندار باشد برد عددی Tاگر عملگر  (2 :z z T C .است 
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است.) برای عملگرهای بیکران رابطه ی بین طیف عملگر و برد عددی قدری پیچیده  Tشامل طیف عملگر   (3

 است.(  است اما برای عملگر های بسته ، طیف اساسی همیشه زیرمجموعه ی 

عملگر کرانداری باشد، آنگاه  Tاگر  (4   *W T W T . 

,اگر   (5   دو عدد مختلط باشند و  عملگرT   کراندار باشد آنگاه، ( ) ) (W T I W T     . 

 فشرده است. Tبا بعد متناهی باشد آنگاه، برد عددی  Hاگر فضای هیلبرت  (6

 حاق باشد.عملگری خودال  Tحقیقی است اگر و تنها اگر  Tبرد عددی  (7

 را ملاحظه کنید. [1]برهان : برای دیدن برهان می توانید مرجع 

تعریف شده است.اگر عدد مختلط  Hدر فضای هیلبرت  Tفرض کنید که عملگر بسته ی  : 8 قضیه z W T  آنگاه

Tعملگر  z . دوسویی است 

  C( 2M  T(: فرض کنید که   9 قضیه

Tداشته باشیم   اگر به ازای عدد مختلط (1 I   آنگاه 

یک گوی  W (T)مضربی از عملگر همانی نباشد آنگاه  Tو  باشند و  Tعملگرمقادیر ویژه     اگر  (2

 است. Tبسته نابدیهی حول مقادیر ویژه 

 هستند . Tیک گوی بیضوی با کانون های در دو مقدار ویژه عملگر  W (T)نابرابر با شند آنگاه  Tاگر مقادیر ویژه  (3

 در ادامه برد عددی ماتریس های متقارن دو در دو را پیدا می کنیم.

,فرض کنید که  , ,
a b

A a b c
b c

 
  
 

R  اگر .,
x

X x x y
y

 
    
 

2 2 را به  Aدر این صورت برد عددی  1

 صورت زیر پیدا می کنیم.

,AX X ax cy bxy  2 2 2 

     [min ,  ,  max , ]W A a c b a c b   

باشد.همان طور که می دانیم ،نرم این عملگر  H یک عملگر خطی در  Tیک فضای هیلبرت جدایی پذیر باشد و  Hفرض کنید که 

 را به صورت زیر تعریف می کنیم  Tیعنی

   , 0 , 1

sup sup
x D T x x D T x

Tx
T Tx

x   

  

 کراندار است.  Tمتناهی باشد می گوییم عملگر  T هرگاه 

را با  Hجبر همه ی عملگرهای خطی  کراندار بر   B H . نشان می دهیم  C H  مجموعه ی همه ی عملگرهای خطی بسته

 است. Hدر 
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 10تعریف 

T:ویژه مقدار: فرض کنید که   H H  یک عملگر خطی است . می گوییمz C  یک ویژه مقدار برای عملگر خطیT  است

hهرگاه بردار غیر صفر  H  وجود داشته باشد کهTh zh در این صورت .h  را ویژه بردار متناظر با ویژه مقدارz  می

zنامیم.مسلماً اگر  C  یک ویژه مقدار برای عملگر خطیT  باشد عملگرT zI .یک به یک نمی باشد 

 11تعریف 

T:مقدار منظم : فرض کنید که  H H  یک عملگر خطی است . می گوییمz C  یک مقدار منظم برای عملگرT  است

Tهرگاه  zI  یک به یک باشد و عملگر 
1

T zI


 یک عملگر کراندار با دامنه ی چگال درH  باشد.) پس عملگر

 
1

T zI


 قابل توسیع به یک عملگر کراندار برH ).است 

 12تعریف 

T:حلال عملگر خطی  : فرض کنید که  H H . مجموعه ی همه ی نقاط منظم این عملگر را با  یک عملگر خطی است T 

 می نامیم. Tنشان می دهیم و آن را حلال

 13تعریف  

T:طیف عملگر خطی : فرض کنید که  H H یک عملگر خطی است.مجموعه ی نقاط غیر منظمT  را طیف این عملگر می نامیم

و آن را با نماد T  ًنشان می دهیم. مسلما:   T T  C. 

ازسه بخش دو به دو مجزا تشکیل می شود.طیف نقطه ای یعنی   p T  که در واقع مجموعه ی مقادیر ویژه T   هستند. طیف

 پیوسته یعنی c T   یک به یک و با برد چگال در  هستند که عملگر  شامل همه ی اعداد مختلطH  باشد

 بی کران باشد و بالاخره  طیف باقیمانده یعنی که r T  هستند که عملگر  شامل همه ی اعداد مختلط  

 باشد. Hیک به یک و با برد غیر چگال در

T:فرض کنید:  14 قضیه H H   باشد ، در این صورت حلال  بسته عملگریT  یک مجموعه ی باز است و اذا طیف این عملگر

 یک محموعه ی بسته است.

T:اگر   15قضیه H H  عملگری کراندر باشد ، اگرT   آن گاه  یک مقدار ویژه برای عملگرT است.پس طیف این

است. پس طیف عملگرهای یکانی زیر مجموعه ای ازگوی واحد  بسته به مرکز  Tعملگر مشمول در گوی  بسته  به مرکز صفر و شعاع 

 صفر است.

 طیف عملگرهای خودالحاق ، زیرمجموعه ی اعداد حقیقی است.  16 قضیه

T:یک فضای هیلبرت است عملگر  H: فر ض کنید که  17 تعریف H H یم هرگاه برد عددی این عملگر ، را قطاعی می نام

cS,مشمول در یک قطاع   .باشد 
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     , : Im tan Re : argcS c c              C C 

,0راس قطاع و  cRکه در این جا 
2




 
 
 

cS,نیم زاویه    .نام دارد 

 مشمول در یک قطاع است و لذا این عملگرها فطاعی هستند.پس برد عددی این عملگر 

: ماتریس  18مثال
0

0

r
A

r

 
  
 

 یک عدد حقیقی مثبت  است یک عملگر قطاعی است. rکه  

حل : برد عددی این عملگر مجموعه ی تک عضوی  r .است 

هرگاه 
x

X
y

 
  
 

باشد داریم :  2Rبردار یکه ای در  
0

0

r x rx
AX rX

r y ry

     
       
     

 و لذا  

 

2
, ,AX X rX X r X r   

: فرض کنید که  19مثال   : 0,1 0,f    تابعی پیوسته و عملگر خطی   2 2: 0,1 0,1T L L  بصورت

     Tu t u t f t .تعریف شود . نشان دهید این عملگر قطاعی است 

مقادیر  مثبت و کراندار است، پس به ازای هر نیم زاویه حاده و مثبت  fحل : چون  f t  0در قطاع,S S   .قرار می گیرند

1uحال اگر   : آنگاه 

                     
2

, , ,Tu t u t u t f t u t f t u t u t f t u t f t S      

 قطاعی است. Tپس برد عددی این عملگر، در داخل یک قطاع قرار می گیرد و لذا عملگر 

مقدار به صورت را مختلط  f: در مثال قبل اگر  تابع   20مثال
 

 

: 0,1f

f t t it

 


 

C
 قطاعی است. Tتعریف کنیم آنگاه ، عملگر  

 حل : 

                     
4

, , ,Tu t u t u t f t u t f t u t u t f t u t f t S      

 21تعریف 

این عملگر  عضو حلال zخارج از این قطاع،  zقطاعی  است هرگاه قطاعی  و بسته باشد و به ازای لااقل یک  -mمی گوییم یک عملگر ، 

 باشد. 
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ارتباط بین فرم های یک و نیم خطی یکی از زمینه های پرطرفدار ریاضی است. در اکثر کتاب هایی که درحیطه ی جبر خطی و فضاهای 

هیلبرت نوشته شده است می توان مطالب خوب و مفیدی در این زمینه پیدا کرد. اما ارتباط بین فرم های یک و نیم خطی بی کران و 

 ای خطی از زمینه های باز در آنالیز ریاضی است .عملگره

یک فضای هیلبرت مختلط و  H : فرض کنید که  22 تعریف D t  یک زیر فضای آن باشد. نگاشت   :t D t D t C  را

یک و نیم فرمی یا بطور خلاصه  فرم با دامنه  D t  می نامیم هرگاه نسبت به مولفه ی اول خطی و نسبت به مولفه دوم خطی مزدوج

باشد.یعنی برای هر  , , , ,x y z D t   C : داریم 

     

     

, , ,

, , ,

t x y z t x z t y z

t x y z t x y t x z

   

   

  

  
 

بصورت  tفرم درجه دوم متناظر با فرم    ,t x t x x  تعریف می شود.اگر به ازای هر x D t  داشته باشیم t x 0  آن

 را مثبت می نامیم. tگاه فرم 

 در فضاهای هیلبرت مختلط ، با کمک فرم درجه دوم می توان فرم یک و نیم خطی متناظرش را نوشت.

 باشد .در این صورت  Hیک فرم یک و نیم خطی در فضای هیلبرت مختلط  t)اتحاد قطبی( فرض کنید که   23قضیه

          ,t x y t x y t x y it x iy it x iy       
1
4

 

 :عضو دامنه آن داشته باشیم  x,yمتقارن است هرگاه برای هر  tمی گوییم فرم    , ,t x y t y x  مسلماً اگر فرمt  متقارن باشد

نامیده می  tرا  به آن نسبت داد که فرم الحاقی  t*می توان فرم  tمقدار است.به ازای هر فرم آن گاه فرم درجه دوم متناظر با آن حقیقی 

شود و داریم :    * , ,t x y t y x  

.,.)میدان اعداد حقیقی یا اعداد مختلط( باشد نگاشت Fیک فضای یرداری بر میدان  Hهرگاه :  24تعریف  : H H  F  یک

 ضرب داخلی یا اسکالر نام دارد هرگاه در شرایط زیر صدق کند.

xالف( به ازای هر  H   : داشته باشیم, 0x x   و, 0 0x x x   

,ی هر ب( به ازا ,x y z H  : داشته باشیم, , ,x y z x y x z   

,پ( به ازای هر ,x y H  F  : داشته باشیم, ,x y x y  

x,ت( به ازای هر  y H  : داشته باشیم
_______

, ,x y y x 

 مجهز به این ضرب داخلی را فضای ضرب داخلی می نامیم. Hفضای برداری 

 را میدان اعداد مختلط در نظر می گیریم مگر این که خلاف آن گفته شود. Fتذکر: از این به بعد میدان 
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 یک نتیجه ی بدیهی این تعریف به این صورت است: 

, , ,

, ,

, , ,

x y z x z y z

x y x y

x y H

   

 

 

  



 C

 

به صورت nCرا میدان اعداد مختلط در نظر بگیریم آنگاه یک ضرب داخلی معروف بر   C: اگر فضای برداری  25 مثال

,
n

i i

i

x y x y



1

 است.)ضرب داخلی استاندارد( 

که در این جا    1 2 1 2, ,..., , , ,...,n n

n nx x x x y y y y   C C 

مثال : بر فضای توابع مخلتط مقدار پیوسته بر فاصله ی  ,a b  یعنی ,C a b .فرمول زیر یک ضرب داخلی تعریف می کند 

   
______

,
b

a
f g f x g x dx  

کرد که بصورت زیر است.)نرم القایی یک فضای ضرب داخلی باشد ، می توان  از طریق این ضرب، یک نرم تعریف   H: هرگاه  26تذکر

 بوسیله ضرب داخلی(

,x x x 

x, اگر( شوارتز–: )نابرابری کوشی   27 قضیه y  دو بردار دلخواه در فضای ضرب داخلیH :باشند داریم 

,x y x y 

 : نسبت به نرم القایی ، ضرب داخلی ، تابعی پیوسته نسبت به هر دو مولفه است.  28 قضیه

 

 

 در ادامه به ذکر چند مثال از یافتن مقدارهای ویژه عملگرهای دیفرانسیلی معروف می پردازیم/

در فضای :  29مثال ,L2 Ayعملگر دیفرانسیلی  01 y y y   4 را با شرایط مرزی  3   y y 0 1 در نظر  0

 بگیرید. مقدارهای ویژه این عملگر را در صورت وجود بیابید.

ی تابع ویژه یعن yمقدار ویژه این عملگر باشد. مقدارهای وپژه ی آن  در صورت وجود حقیقی هستند پس حل : فرض کنید که 

Ayمتناظر با این مقدار وجود دارد که  y  و لذاy y y y   4 یا بصورت معادل  3
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 y y y    4 3 .معادله مشخصه متناظر با این معادله دیفرانسیل عبارت است از: 0 r r    2 4 3 جواب  0

rهای این معادله عبارتند از 



 

   
4 4 4

2 1
2

 اکنون سه حالت در نظر بگیرید. 

حالت اول :   1   در این حالت معادله مشخصه دارای ریشه ی مضاعف است و لذا جواب معادله ی دیفرانسیل به صورت

  xy ax b e   رزی را در نظر می گیریم.است. حال شرایط م 2

 

 

y b

y ae a

  


    
2

0 0 0

1 0 0 0
 

yمی بینیم که باید  0   باشد که قابل قبول نیست. پس  1 .نمی تواند مقدار ویژه این عملگر باشد 

حالت دوم :   1  در این حالت جواب کلی معادله دیفرانسیل y y y    4 3  به صورت زیر است. 0

   x x
y ae be

    
 

2 1 2 1
 

 

 

     

y a b
a b

y ae be
    

    
  

  
2 1 2 1

0 0 0
0

1 0
 

 پس در این وضعیت هم ، عملگر داده شده فاقد مقدار ویژه است.

حالت سوم :   1 در این حالت ریشه های معادله مشخصه ، مختلط  و برابر . i mi    2 1 هستند. جواب  2

عمومی معادله   y y y    4 3 بصورت   0 cos sinxy e a mx b mx 2 .است 

 

   sin

y a

y e b m

  


  
2

0 0 0

1 0 0
 

sinmصفر نیست نتیجه می شود که  yاز معادله دوم و این که  0  و لذا  k   1 و در نتیجه
k k    2 21   

,که  , ,...k 1 2 برابر  k. تابع ویژه متناظر با  3 sinx

ky e k x ,که  2 , ,...k 1 2 3. 
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فضای هیلبرت : در 30قضیه ,L2 عملگر دیفرلنسیلی   01   ,Ay ay by y y    0 1 a,که  0 b  دو مقدار ثابت

 حقیقی هستند دارای مجموعه ای شمارش پذیر از مقدارهای ویژه است.

ayحقیقی است و  مقدار ویژه ا ی از این عملگر خطی باشد آنگاه  برهان: اگر  by y    معادله مشخصه دارای دو ریشه.

است که عبارتند از 
b b a

a

  2 4
2

bهمان طوری که در مثال بالا هم دیدیم اگر  a 2 4 مقدار ویژه نیست.  آن گاه 0

bپس فرض کنید که  a 2 4 . در این حالت هر دو ریشه مختلط هستند:   0

 b ab b a b b a b
i

a a a a a

        
   

22 2 44 4
2 2 2 2 2

پس جواب عمومی معادله ی دیفرانسیل  

ay by y    : برابر است با 

 

 

 

 

اگر شرایط آغازین را در نظر بگیریم خواهیم داشت : 
 

sin
b a

a

  
  
  
 

2 4
0

2
 و لذا  

 
   

 b a ak b
k b a ak b a ak

a a

 
     

   
          

2 2 2
22 2

4 2
4 2 4 2

2 4
 

 پس مقادیر ویژه عبارتند از : 

 
 

, , , ,...k

ak b
k

a




 
 

2 22
1 2 3

4
  

 برابر است با  kکه بردار )تابع ( ویژه متناظر با 

 

 

 نتایج اصلی

ابتدا  دامنه عملگر دیفرانسیلی که در مقدمه معرفی کردیم را به یک مجموعه بسته تعمیم می دهیم. برای این منظور ابتدا فرض کنید که  

 , ,W H 2
2  فضای سوبولف وزن دار به همراه نرم زیر باشد . 01

   
cos sin

b
x

a
b a b a

y e A x B x
a a

         
     
        

    

2 2

2
4 4

2 2

   sin , , ,...
b

x
a

ky x e k x k


 2 1 2
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     tu t e u t dt u t dt
 

  
 
 

1
1 1 22 22

0 0

 

بستار فضای  Hفرض کنید که  ,C 

0 0 نسبت به نرم سوبولفی بالا باشد.) 1 ,C 

0 0 نهایت بار مشتق -یعنی مجموعه ی توابع بی  1

پذیر بر  ,0  (]1[) را به صورت زیر تعریف کنیم تا دامنه بسته باشد.  Aدامنه ی عملگر.که دارای محمل فشرده باشند.(  1

    , , :LocD A u W Au H  2
2 0 1H 

در این جا  , ,LocW 2
2 0 از  Jکه بر هر زیرمجموعه ی باز  uعبارت است از فضای توابع  1 ,0 مجموع  1   i

i J

u t dt



2

1

متناهی  

 باشد.

 

 صحبت کنیم .قضیه ی زیر در بحث ما کاملاً پایه ای و زیربناست. Aدر این بخش می خواهیم درباره حلال عملگر 

برای هر :  31قضیه
 
1 2

و هر  0 ,t  0 و  kمی توانیم عدد مثبت  1 ,   : را طوری بیابیم که 

      Re , Re .i ik e t k e      2 1 

 مراجعه شود. [7]برهان : به 

 ببینید. [1]قضیه نمایش زیر هم برای ما بسیار کارگشا و تعیین کننده است. اثبات این قضیه و نتایج مهم آن را می توانید در کتاب 

  (اولین قضیه نمایش )   32قضیه

  فرض کنید که  ,t u v  یک فرم یک ونیم خطی قطاعی با دامنه بسته وبصورت چگال تعریف شده در فضای هیلبرتH  باشد.در این

وجود داردذ که  Tقطاعی  -mصورت متناظر با این فرم یک و نیم خطی ، عملگر    D T D t   و , ,t u v Tu v  . 

 

: هرگاه (قضیه تخمین حلال )  33قضیه  
1 2

به قدر کافی بزرگ باشد آن گاه عملگر  و   A I



1

موجود و پیوسته و  

Mدر نتیجه کراندار است و عدد مثبت   1 2
وجود دارد که :   

M
A I

 





  1 21
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و kه داریم عدد مثبت برهان : به استناد قضی ,     : وجود دارند که  Re ik e t با توجه به این که  به ازای هر.  

 v D A   عدد te v t dt 
1

22

0

سمت چپ در   عددی نامنفی است طرفین نامساوی  .2 را در   1 te v t dt 
1

22

0

 

 ضرب می کنیم :

 

       Re Re ,t i t ik e v t dt e e t v t dt e Av v      
1 1

2 22 2

0 0

 

 اما طبق قضیه قبل داریم :  Re ik e       و همواره  ,v t dt v v v  
21 2

0
 پس داریم :  0

   

   

Re Re

Re ,

i i

i

v v

v

e

t

e
k k

e v v
k

dt

 



   

 

  



 



2 2

21

0

1 1

1
 

 از رابطه       داریم :

   Re ,t ie v t dt e Av v
k

  
1

22

0

1
 

 :داریم   اثبات شده در بالااز جمع رابطه های 

     Re ,t ie v t d v tt e Av v v
k

dt    
21

0

1
22

0

1
 

 حال از رابطه ی     نتیجه می شود که:

     t v te v t dt v At I vd
k

     
21

0

1
22

0

1
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چون  te v t dt 
1

22

0

 ز رابطه     داریم : نامنفی است پس ا 

 v A I v
k

  
1

 

از رابطه     نتیجه می شود که عملگر  A   : یک به یک است.فرض کنید که v A f


 
1

حال از رابطه ی     نتیجه می 

 شود که : 

     A f t f t
k

 


 
1 1

 

و در نتیجه داریم :  
M

A I
 





  1 21

Mکه در آن  
k

  
1 2

1
. 

 :  34قضیه

هرگاه   
1 2

Mبه قدر کافی بزرگ باشد آن گاه  عدد مثبت  و    

1 2

 وجود دارد که : 

 t d
e A I M

dt



  


 
1 2

11
2 

 برهان : در اثبات قضیه قبل دیدیم که :

     t v t dte v t dt M v A I v

       1 2

21

0

1
22

0

 

پس داریم :    te v t dt M v A I v

     1 2

1
22

0

.حال اگر   v A f


 
1

 خواهیم داشت :  

               

         

t t

t t

d d
e A I f t dt M v A I v e A I f t M A I f t f t

dt dt

d d
e A I f t M e A If ft t M

dt dt

 

   

 

   

   

  

  

 




      

   

 1 2 1 2

1 2 1 2

2 21 1
1 1 12

0 0

2
1 1 121

2

 

 

Mپس با فرض این که  M 


1 2 1 2
 اثبات تمام است.
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