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  چکیده

 Gعلیه های صفر نابدیهی آن باشد. فرض کنید مجموعه همه مقسوم  یک حلقه جابجایی و  کنیمفرض می

، گرافی است گراف مقسوم علیه صفر از حلقه  گراف همسایگی مشترک آن باشند.  گراف خطی و  یک گراف و 

در این صورت این گراف را  .فقط اگر  به هم متصل اند اگر و   و دو راس متمایز  که رئوس آن عناصر 

را یالهای گراف و  و مجموعه  را مرتبه گراف   |Z|را رئوس گراف و نشان می دهیم. مجموعه  با 

|E|  و همچنین گراف خطی و گراف   ین  مقاله گراف مقسوم علیه صفر از حلقه درا گویند. را اندازه گراف

و قضایای در این مقاله به اثبات می رسانیم که باکمک ان می توان  دهیم همسایگی مشترک آن را مورد مطالعه قرار می

اط ان با گراف مقسوم علیه صفر را همسایگی و درجه رئوس گراف خطی و گراف همسایگی مشترک انرا مشخص کنیم و ارتب

 مورد بررسی قرار می دهیم.

 گراف همسایگی مشترک. -گراف خطی -گراف مقسوم علیه صفر -مقسوم علیه صفر -حلقه های جابجایی های کلیدی:اژهو
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 مقدمه و تعاریف اولیه -1

 

نشان دهنده مجموعه رئوس  و بدون جهت، که در آن  ، گرافی است سادهالف( در این مقاله  منظوراز گراف 

است. برای تمامی اصطلاحات و تعاریفی که در این مقاله ذکر نشده است خواننده علاقمند  نشان دهنده مجموعه یالهای  و 

 مراجعه نمایند. [1،2،12،13]تواند به منابع می

 

 می باشد. دهیم برابر با نمایش می      که معمولا با  ب( درجه هر راس 

 

 نشان می دهیم گرافی است که رئوس آن متناظر با یالهای گراف   را که با  ج( گراف خطی 

 متصل باشند یعنی  ند اگر و فقط اگر متناظر با یالهای در گراف متصل هست و دو راس  از   باشدمی

 
( q   تعداد یالهایG  می).باشد 

 

دهیم، گرافی است که مجموعه راس نشان می   ، که به اختصار آن را با گراف همسایگی مشترک د(

عبارت دیگر برای متصل هستند اگر و فقط اگر  از    و دو راس آن

 هر

  
 را ثابت کردند. بعضی از خواص پایه ای مربوط به   در مقاله 

 اماده حلقه ای جابجایی و متناهی اند  تمام حلقه ای که در این مقاله
 

  حلقه گویند و آنرا با    را صفر ساز عنصر  به قسمی که  ، مجموعه تمام یک حلقه، و  ر اگ

 دهیم.نشان می

 معرفی شده است، او در زمینه رنگ ها علاقه زیادی دارد. )بک( در مقاله Beckنظریه گراف مقسوم علیه صفر از یک حلقه جابجایی توسط 

توان به مقالات گراف مقسوم علیه صفر از یک حلقه جابجایی توسط افراد مختلفی مورد مطالعه قرار گرفتند که برای اطلاعات بیشتر می

و برای مفاهیم پایه ای نظریه حلقه ها جابجایی  به مقاله  توان به مقاله مراجعه کرد. برای اصطلاحات علمی نظریه گراف می  

 مراجعه نمود. 

 

دهیم گرافی است که مجموعه رئوس آن نشان می را که با  گراف مقسوم علیه صفر از یک حلقه  1-1تعریف 

 .اگر و فقط اگر  ر هباشد و برای یم  و مجموعه یالهای آن  

به ترکیب در  و   و گیریم در اینصورت گراف های در نظر می  حلقه  2 -1مثال 

 آورده شده است. 3و  2و  1شکل های 
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 (                         3شکل 

 

 

 داریم: هر برای،  ، در یک گراف مقسوم علیه صفر حلقه 
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 اند انگاه سه گزاره معادل باشند  وگراف های مقسوم علیه صفر حلقه های  =فرض کنید   3 -1گزاره

 الف( 

 ب( 

 ج( 
 

 نتایج اصلی -2  
 

 گیریم.باشد در نظر میو عدد اول نمی که در آن  ، در این قسمت مقاله حلقه 

 ، باشد، برای هر می گراف مقسوم علیه حلقه   فرض کنید  2-1  لم

  (a,n)- 1                                                                          الف(               

      (a,n)- 2                                                                              ب(             

 می باشد.  و    بزرگترین مقسوم علیه مشترک  که در آن 
 

  برای هر  1-2با توجه به لم  اثبات

 

 

=  

  =      

 م.کنیمشاهده می گراف مقسوم علیه حلقه  1شکل با توجه به 
 

= (10,12)-1=1          

= (6,12)-2=4   

 باشد آنگاه و فرض کنید    2 -2قضیه 

  

                           وعدد اول  pالف( 
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 باشد آنگاه، گاه ب( هر

 

 واضح است. (الف )اثبات

 داریم باشد در این صورت برای می  چون  ) ب(باتاث

  
1-                                                                                                            )n  

 داریم  برای هر  -2

 

 توان نشان داد که با یک محاسبه ساده و کمی طولانی می

 

 : 3-2مثال 

 

 بنا به )الف( 

 

 

 بنابراین

 

 باشد آنگاه  اعداد اول و  هرگاه   4-2نتیجه 

 

 محاسبه  5-2مثال 

 

 

مرتبه و    ( و عدد اول نمی باشد. و باشد    ) گراف مقسوم علیه صفر حلقه   فرض کنید    6 -2قضیه 

 باشد. آنگاه   اندازه گراف    
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                                                                       الف(

 تابع فی اویلر     که 

  ب(                                                                                          

                    که در آن                                                                                      

 واضح است. (الف)اثبات 

                                                                                         : فرض می کنیم       (ب)اثبات 

 

 

 بدیهی است 

 

 در هر گراف داریم،

 

 داریم 2-2بنا بر لم 
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 و          : که در آن  

 ( باشد آنگاه،) حلقه ای که در آن برای هر  هرگاه  7-2نتیجه 

 

 

 

 ،  ل گرافوتعداد یا ، تعداد راس گراف در حلقه   8-2مثال 

 

 باشد.می واضح 

 داریم: ، گراف مقسوم علیه صفر باشد، آنگاه برای هر کنید  فرض  9 -2تذکر 

 

 

 

 

 یعنی 

 

 

 برای هر 

 

 

 بنابراین 
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 داریم 2-1در مثال 

 

 

 

 

گرافی مقسوم علیه صفر حلقه  اعداد اول متمایز باشند و  و   اگر  توان نشان دادبه آسانی می 2 -10تذکر 

 باشد، در این صورت:  

  الف(

  ب(

 

 باشد. گراف مقسوم صفر حلقه  عدد اول باشند  و  بخصوص در حلقه 

 ستاره گراف                                                                             الف(

  

  ب(

به ترتیب، مرتبه و  و )جابجایی و متناهی( و  Rگراف مقسوم علیه صفر حلقه  فرض کنید  11-2قضیه 

 داریم باشند. آنگاه  برای هر  راف اندازه گ

 الف(

 

  

   ب( برای هر

 +  
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                                                                                                                                               آنگاه

 

 اثبات الف :

 

 

 

 

 

 

 

 

 ،  کافی است نشان دهیم برای هر اثبات ب. 

  موجود باشند  فرض کنیم  

 تعریف همسایگی راس داریم: با توجه به

 

 

 ، یک تناقض است، پس برای هر 

 

 بنابراین 
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عدد اول نمی باشد ( و دوری از  و  )  گراف مقسوم علیه صفر حلقه  فرض کنید   12-2قضیه 

 ه باشند. آنگا   اندازه گراف مرتبه و  و  به ترتیب مرتبه و اندازه گراف  و  مرتبه چهار نداشته باشد و 

  الف(

 ب(

 

 

 الف( بدیهی استاثبات  

 داریم،  نشان می دهیم ب( برای هر 

                                                                                                        

 فرض کنیم   

              

 

 دوری از مرتبه چهار دارد که تناقض است. در نتیجه گراف  ، در اینصورت موجود باشد و 

 داریم: برای هر  11-2بنا به قضیه 
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 برای هرباشد. در این صورت    گراف مقسوم علیه صفر حلقه فرض کنید  31-2تذکر 

      

 

 

 

 

عدد اول نمی باشد ( دوری از  و  که ) گراف مقسوم علیه صفر حلقه  فرض کنید  14-2قضیه 

 و فرض کنید به ترتیب مرتبه و اندازه گراف  و  چهار نداشته باشد و  مرتبه

  ،باشند. آنگاه  اندازه گراف  مرتبه و  گراف خطی  و     

 الف(

 

  آنکه در 

 

 ب(

 

 
 

 

 بدیهی است.الف اثبات: 

 کنیمب( فرض 
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 داریم، در این صورت برای هر 

 

 بنابراین 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 باشد. در این صورت گراف مقسوم علیه صفر حلقه  فرض کنید  15-2مثال 

1(  
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2(  

 

 

 

 

 

={{10,8},{10,12},{10,16},{10,20},{4,20},{10,24},{10,28},{4,30},{10,32},{10,36}} 

 

 از طرفی 

 

 

 

گراف با مقسوم  عدد اول نمی باشد( و  و  ) یکریخت با   برای حلقه 3-1با توجه به گزاره 

و   را مشخص نمود. یعنی  و  و  توان می و    باشد، برای هر  صفر حلقه  علیه

 باشد.قابل محاسبه می و 
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